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Resumen En este trabajo se presenta un modelo para determinar la
estrategia de expansién 6ptima de un proceso, en términos de maqui-
naria, mano de obra y turnos de trabajo, en un entorno con demanda
creciente en el largo plazo. El modelo permite la mezcla de tecnologias
para la fabricaciéon de multiples items, de forma de satisfacer la demanda
durante todo el horizonte de planificaciéon. Al considerar el nimero de
turnos en cada periodo del horizonte de planificaciéon como una variable
de decisién, el modelo resultante es de caracter no lineal en algunas de
sus restricciones. Se plantea entonces un procedimiento iterativo de enu-
meracién completa para transformarlo, en cada iteracién, en un modelo
deterministico de Programacién Entera Mixta (MIP). La estrategia de
expansién éptima es aquella que minimiza los costos totales de inversién
en maquinaria y gastos operacionales en el largo plazo.

Keywords: Capacity Expansion, Machine Requirements Planning, workforce,
work-shift, technology selection

1. Introduccién

La decisién de como expandir la capacidad productiva en el tiempo es clave
para las empresas manufactureras cuando se enfrentan a un escenario de de-
manda creciente en el largo plazo y sus instalaciones se encuentran cerca de su
capacidad maxima. La estrategia de expansién debera determinar el nivel de los
distintos factores productivos en el tiempo, tales como el niimero de méquinas
y operarios necesarios para cumplir con los requerimientos de produccién.

En particular, se considera como objetivo determinar la estrategia de expan-
sion 6ptima que minimiza el costo de adquisicién de equipamiento, el costo de
mano de obra y el costo de produccion sobre un horizonte de planificaciéon pre-
definido. Las variables de decisién en cada periodo del horizonte de planificacién
son (i) el nimero de maquinas necesarias para cumplir con los requerimientos
de produccidn, (ii) el nimero de turnos y (iii) el nimero de operarios necesarios
para satisfacer una demanda creciente de multiples items a un costo minimo.

Existen dos areas directamente relacionadas con este trabajo, a saber, el pro-
blema de Planificacién de Requerimiento de Méquina (MRP) y el problema de
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Planificaciéon de Expansion de Capacidad. En general, el problema de Reque-
rimiento de Méquina puede ser definido como la especificaciéon del nimero de
maquinas de cada tipo requeridas en un proceso productivo en cada periodo
del horizonte de planificacién [8]. Mientras que el problema de Expansién de
Capacidad consiste en determinar el tiempo, el tamano y la localizacién de la
expansion, como también el tipo de instalacién productiva [6].

La literatura asociada al problema de expansion de capacidad es amplia,
partiendo del trabajo de Manne [7]. Una recopilacién de distintos modelos de
expansion fue realizada por Luss [6] mientras que Li y Tirupati [5] entregan una
descripcién detallada de la forma en que ha evolucionado la literatura asociada
a este problema. Muchos de estos papers consideran el problema de multiples
productos pero se restringen al prefijar el niimero de turnos y no lo consideran
como decisién clave [I0], [B]. Al incluir el nimero de turnos como variable de
decisidn, el problema de expansién de capacidad se hace mds dificultoso [4], [I1].

Hasta los anos 70’s la formulacién de modelos asociados a MRP estaban con-
finados a modelos descriptivos, sin considerar ningtn tipo de restriccion. Miller y
Davis [§] realizaron un completo andlisis de este problema. Los desarrollos poste-
riores se realizaron usando modelos normativos en donde el niimero de méquinas
es determinada optimizando una funcién objetivo, sujeta a una cantidad limita-
da de restricciones. Miller y Davis [9] desarrollaron un modelo con estructura de
Programacién Lineal en donde el problema MRP es analizado como un proble-
ma de asignacién de recursos. Hayes, Davis y Wysk [4] investigan el problema
de un sistema de multiples centros de mecanizado con miltiples operaciones,
usando una formulacién basada en Programacion Dindmica en el contexto de
minimizacién de costos, siguiendo la estructura empleada por Davis y Miller [3].
Benezhad y Khoshnevis [I] desarrollaron un modelo que incorpora acumulacién
de inventarios y almacenamiento, lo que permite absorber fluctuaciones de de-
manda y reducir la frecuencia en la adquisicion de equipamiento. Vander Veen y
Jordan [12] desarrollaron un modelo para miltiples partes y piezas y multiples
tipos de maquinas, donde la capacidad de las maquinas es una funcién del costo
de la maquina, ademas, estudiaron la relacién entre la inversién y utilizacion en
maquinaria. Tabucanon y Ong [I1], utilizando como referencia el marco general
del modelo propuesto por Hayes y Davis [4], plantean un modelo que expande
la cobertura del problema de Requerimiento de Maquina hacia un sistema de
manufactura de cardcter multiproducto, multimdquina y multietapa. Behnehad
y Khoshnevis [2] presentaron un modelo de programacién matemética que abar-
ca tanto el problema de Requerimiento de Méquina como el de Planificacién
Agregada, generando un modelo integrado.

El modelo desarrollado en este paper es de cardcter multi-item, multi-tecnologia
y multi-periodo, pero al considerar el nimero de turnos en cada periodo del
horizonte de planificacién como una variable de decisiéon, adquiere caricter no
lineal. Se plantea entonces un procedimiento iterativo de enumeracién completa
para transformarlo, en cada iteracién, en un modelo deterministico de Progra-
macién Entera Mixta (MIP), que tiene por objetivo determinar la estrategia
de expansién 6ptima, en términos del nimero de méquinas, el nimero de tur-
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nos a trabajar y la mano de obra necesaria para satisfacer la demanda en cada
periodo de planificacién. Adem4s, tiene las siguientes contribuciones, que en mo-
delos anteriores no se han considerado simultdaneamente. Primero, se considera
el nimero de turnos como una variable de decisiéon en cada periodo del horizonte
de planificacién. Segundo, se considera el nimero de maquinas como variable de
decision. Tercero, se considera el costo de oportunidad por tener equipamiento
ocioso en un periodo y cuarto, se permite la opciéon de mezclar tecnologias en el
proceso para producir multiples items, en miltiples periodos de planificacién, es
decir, se puede utilizar méds de una tecnologia para satisfacer los requerimientos
de produccién.

En la siguiente Seccién se presenta la formulacién del modelo matematico.
En la Seccion 3, se explica el método de resoluciéon propuesto; la Seccion 4
presenta los resultados en un aplicacién industrial y se explora el impacto de los
parametros del problema en la soluciéon 6ptima; finalmente, la Seccién 5 entrega
las conclusiones y futuros lineamientos de este trabajo.

2. Formulacién del modelo

Se considera un escenario con I(i = 1,...,T) {tems, J(j = 1, ..., J) tecnologias
disponibles para la fabricacién de estos items, y T'(t = 1,...,T) periodos en el
horizonte de planificacién. La demanda del item ¢ en el periodo t se denota por
dit, y se asume conocida. Ademds, se supone que la demanda total para todos
los items es creciente en el tiempo.

Se define r;; como la razén de produccién del item 7 producido con tecnologia
j, la que se supone conocida Vi,j y como restriccién de diseno se define la
utilizacién maxima para cada tecnologia j , fi;.

En este trabajo la capacidad de una maquina es medida en base al tiempo
disponible por periodo, la que depende de las condiciones operacionales de la
planta y el nimero de turnos a trabajar por periodo. Se considera que se puede
trabajar W(w = 1,2, 3) turnos por periodo. El tiempo disponible en el periodo
t dado que se trabaja w turnos se define como T'disp!,. Si se define w; como el
nimero de turnos a trabajar en el periodo ¢ y T'disp; como el tiempo disponible
a un turno, el tiempo disponible en el periodo ¢t dado que se trabaja w turnos se
puede escribir como T'disp!, = w; Tdisp; Y w,t.

Sea N D;- la cantidad de maquinas disponibles con tecnologia j al comienzo
del periodo t con N D? = B; el nimero de mdquinas disponiblesent =0y NN ;
la cantidad de maquinas con tecnologia j necesarias para satisfacer la demanda
en el periodo t. La variable Xitj representa la cantidad del item ¢ producido con
maquina de tecnologia j en periodo t.

Como la demanda agregada es creciente durante el horizonte de planificacion,
la expansién de capacidad se puede realizar a través de la adquisicién de equi-
pamiento (expansién por inversién) o bien a través del incremento del nimero
de turnos (expansién por gasto operacional). Por lo tanto, en cada periodo del
horizonte de planificacién se pueden contratar o despedir operarios. Sea H Jt el
numero de operarios contratados al comienzo del periodo ¢ para operar maquina
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con tecnologia j, y L; el nimero de operarios despedidos al comienzo del perio-
do t que operaban méquina con tecnologia j. Se define O; como el nimero de
operarios necesarios para operar las maquinas de tecnologia j en periodo ¢ con
O? = () el nimero de operarios disponibles en ¢t = 0, y O_j como el niimero de
operarios necesarios para operar una maquina asociada a tecnologia j.

Los parametros de costos son: (i) el costo de inversién en una maquina de
tecnologia j adquirida en el periodo ¢ (C’}j), (ii) el costo unitario de mano de
obra durante el periodo ¢ (C? ), (iii) el costo unitario de produccién del ftem
1 en una magquina con tecnologia j en el periodo ¢ (C;ij), (iv) el costo de opor-
tunidad de tener equipamiento ocioso (Cf)pj). El costo de oportunidad se activa
cuando N D; > NN Jt Vj,t. Finalmente, se consideran (v) los costos unitarios de
contratacién y despido, denotados por C}, y Cf respectivamente.

De esta forma, el modelo queda expresado de la siguiente manera:

— 7. t t—1 t t t t
Z= ol > (NDi— NDIhHCE + Z(NDj — NN})CL, +

it J,t
+ 3 0iCh,+ Y HICh+ Y LiCr+ > X0y,
gt 7yt 7t i,J,t
(1)
S.a
dNoXL=do Vit (2)
J
Xt
Z T‘l"] S TdisplthN;ﬂj V‘],t (3)
i Y
t t—1 -
ND! > ND!™' it (4)
t t -
ND!> NNt Vit (5)
t—1 ;
O} =0 '+ Hj—Lj Vjt (6)
0! = NN!Ojw, Vij,t (7)
ND?=B; Vj (8)
09 =C; v (9)
t t. t. .Nt. t. 1t
X!, >0 NDYNNYw; O HS L e 2t (10)

La funcién objetivo (@) incluye los costos de inversién, costos de mano de
obra, costos de produccién y costos de oportunidad durante el horizonte de
planificacién. La restriccién (2)) representa la satisfaccién de la demanda. La
restriccién (B]) restringe el tiempo total demandado en relacién al tiempo total
disponible; la restriccién @) indica que no se venden méquinas. La restriccién ()
establece que siempre se contard con las maquinas suficientes para satisfacer la
demanda. La restricciones (@) y (7)) representan respectivamente la continuidad
y requerimiento para el nimero de operarios en cada periodo. Las restriccio-
nes ([8) y (@) representan condiciones de borde. Finalmente, la restriccién (I0)
corresponde a la naturaleza de las variables.
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3. Meétodo de resolucién

Una limitacién que presenta el modelo es que las restricciones @) y (@) son de
caracter no lineal. Para linealizar estas restricciones, se fija la variable w;,Vt € T,
convirtiéndose en un parametro del modelo. Se define entonces una “ruta de
expansién” como la sucesién de turnos {w; }Z_;. En particular, para un horizonte
de planificacién de T periodos, se tiene R(r = 1,...,37) “rutas de expansién”.
Luego, para cada “ruta de expansién” se obtiene el nivel de produccién éptimo,
el niimero 6ptimo de maquinas disponibles y necesarias, el ntimero 6ptimo de
operarios necesarios y el niimero 6ptimo de operarios contratados y despedidos
sobre el horizonte de planificacién, a través del modelo linealizado que minimiza
el costo total actualizado de la ruta r. Asi, la estrategia de expansién éptima,
denotada por r*, serd la que tenga el menor costo actualizado entre todas las
estrategias r € R, durante el horizonte de planificacién, i.e., r* = Arg min{Z,}

4. Estudio computacional

El estudio computacional fue desarrollado con dos objetivos principales, a
saber, (i) evaluar el desempeiio de la solucién respecto al trade-off entre expan-
sién por inversién y gasto operacional, y (ii) probar la aplicabilidad del modelo
en un problema de tamano industrial.

El modelo fue resuelto en un procesador Intel Pentium Dual CPU T3400 2,17
GHz, memoria 1 GB, utilizando 2 sistemas operativos, Windows y Linux, y 2
plataformas computacionales para su formulaciéon y resolucién, ZIMPL-SCIP y
GAMS-CPLEX.

El modelo fue aplicado a una firma manufacturera de tipo farmacéutica,
en la cual se evalud el proceso de envasado de un producto que posee un alto
potencial de crecimiento en el largo plazo. Este producto posee 3 formatos para
la venta, que difieren en el peso del envase. Para la fabricacién de los items,
se evaltian 2 tipos de tecnologfas las cuales difieren en (i) costo de inversién,
(ii) costo de oportunidad, (iii) costo unitario de produccién y (iv) niimero de
operarios necesarios para operar la maquina. En este estudio se considera que
la duracién de cada periodo es de un ano y que el horizonte de planificacién es
de 4 anos. Por lo tanto, la dimensién de este problema contempla 88 variables
y 52 restricciones. El tiempo computacional de resolucién del problema es de
aproximadamente 0,04 [s] por ruta de expansién.

4.1. Parametros del problema

En el estudio computacional del presente trabajo se utilizé el siguiente set
de valores como los pardmetros del modelo.

» Demanda. La Tabla [l ilustra el valor de la demanda de cada {tem, d.

s Razdn de produccion. ri; = 1000 [gr/min] Vi € I,Vj € J.
» Utilizacion mdzima. pt; = 0.8, Vj € J .
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Demanda [un]
tli=1]i=2]:=3
1]100000{200000{300000
2|130000{260000|390000
3/169000{338000|507000
41219700{439400|659100
Tabla 1. Demanda del item i en periodo ¢ (dt)

» Tiempo disponible a un turno. T'disp1=115.200 minutos disponibles al afio.

» Nimero de operarios por mdquina. O1 = 2, Oy = 1.

» Capacidad inicial. B;=0, C; =0, Vj € J.

= Costo de capital, c. El costo de capital utilizado es de un 10 %.

s Costo de inversion. C}j = C’Ilj (1 4+¢e)7t Vj e Jt = {2,...,T}, con
C1,=%$7.000.000 y C7,=%$14.000.000.

s Costo de oportunidad. C'f)pj = fx C’}j , Vi e Jt ={1,..,T}, donde f
representa la relacion entre la vida util y el periodo de depreciacién del
equipamiento, que toma el valor de 0.1.

= Costo de mano de obra. C!,, = C} *(14¢)'=t, vt = {2,..., T}, con C}, ,=$3.000.000.

s Costo unitario de produccion. Cztw = C;”_ *(1+e)t"t VielVjeJt=

gl, ...,T$}, con C =810, C} =$35, CL =8$100, C} =$8, C. = $28,
= $80.

P32

» Costos unitarios de contratacion y despido. C,=$200.000, C;=$350.000.

4.2. Resultados del modelo

La estrategia de expansién 6ptima indujo un costo total minimo de $293.966.774.
Segun los resultados, no existe mezcla de tecnologias, utilizindose solo maquinas
de tecnologia 2. Esto implica que la estrategia de expansién éptima privilegia
la tecnologia de mayor costo de inversién, que a la vez es la de menor costo
unitario de produccién y requiere menor nimero de operarios. La Figura [ in-
dica los resultados del modelo, en términos del nimero de maquinas, turnos y
operarios. La expansién comienza a partir del tercer periodo, en el cual se pro-
duce una reduccion del ntimero de turnos, i.e., se reduce el tiempo disponible,
lo que es compensado con la adquisicién de maquinas, de tal forma de satisfacer
la demanda creciente.

Respecto al trade-off entre inversiéon en maquinaria y gasto operacional, el
60 % de la expansién es justificada por inversién y el 40 % por gasto operacional.
La Tabla [2] indica para cada periodo del horizonte de planificaciéon los costos
marginales asociados a este trade-off.

Como el método de resolucion propuesto en este trabajo es de enumeracion
completa, se puede obtener la estrategia de mayor costo. Esta estrategia tiene
una ruta de turnos dada por la sucesién {1,1,3,1} y un costo total actualizado
de $370.896.210. La diferencia entre esta estrategia y la estrategia éptima es de
un 26 %.
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Figura 1. Comportamiento estrategia de expansién 6ptima

Expansién Anol Afno2 Ao 3 Ano 4 Total %
Por Inversion $ 28.000.000 - $ 23.140.496 - $ 51.140.496 60 %
Por Gasto Oper. $ 19.200.000 - $ 5.358.678 $ 9.815.776 $ 34.374.454 40 %

Tabla 2. Costos asociados al trade-off

4.3. Andlisis de sensibilidad

Con el objetivo de explorar el impacto de los pardmetros del modelo en
la estrategia de expansién éptima, se realizé6 un anélisis de sensibilidad. Las
distintas pruebas que componen este analisis consideran que el costo de inversién
de la tecnologia 2 es el doble que el costo de inversion de la tecnologia 1, i.e.,
C1, = 2C} , Vi; el costo unitario de produccién de la tecnologia 2 es 0.8 veces
el costo unitario de produccién de la tecnologia 1, i.e C]’;m = O,SCf)il,Vi,t; y
finalmente, el nimero de operarios por maquina de la tecnologia 2 es 0.5 veces
el niimero de operarios por maquina de la tecnologia 1, i.e., Oy = 0,50;.

La estructura de tiempo disponible durante el horizonte de planificaciéon se
representa por: Zthl Taisp, = Taisp1 Zthl wy, la cual es una forma alternativa y
agregada para representar la sucesién de turnos {w;}7_;.

Variacion del costo de inversion de la tecnologia 2 respecto a la tec-
nologia 1. En esta prueba se aumenté el costo de inversién de la tecnologia 2,
C1,, Vt, respecto al costo de inversién de la tecnologia 1 a: (i) 4C7,, (ii) 6C7,
y (iii) 80}1, Vt. Los resultados permiten inferir (Figura B) que a medida que
aumenta el costo de inversién de la tecnologia 2 respecto a la tecnologia 1, se
producen dos fenémenos, a saber, (i) la solucién éptima integra ambos tipos de
tecnologias y (ii) existe un traspaso paulatino de una tecnologia a otra. Respecto
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a la estructura de tiempo optimo disponible sobre el horizonte de planificacién,
se mantiene practicamente inalterada.

T 30000 T 30000
F 5,205 0, g F 5,=05 0, ) ]
b 0,050, m 1 oL o m ND‘Z
F Cpi=08Cp) W W r =20l oo
cly=* sTdisp; | | r Cpy=* ZTdisp; 1
z =1 25000 + - 25000
i 5k i
- 4 ] ~
. ] e g
2 20000 2 S f b 20000 )
1 NI 3 A
] SE ]
15000 L =1 15000
s
N 10000 o TER Cor 6ChT 10000
t N ¢
Cla cpy
Figura 2. Prueba 1 Figura 3. Prueba 2

Variacién del costo unitario de produccién de la tecnologia 2 respecto
a la tecnologia 1. En esta prueba se aumentd el costo unitario de produc-
cién de la tecnologia 2, Ctn, V1, t, respecto al costo unitario de produccion de
la tecnologia 1 a: (i) C}. vy (ii) 1,6C} , Vi,t. En este andlisis no existe mez-
cla de tecnologias en los escenarios considerados, es decir, no conviven las dos
tecnologias en un mismo periodo de tiempo. Aunque si existe traspaso total
de tecnologia al aumentar el costo unitario de produccién de la tecnologia 2 a
1,60;1, Vi,t. Ademads, en este tltimo escenario cambia drasticamente la ruta
6ptima de turnos, y por ende, la estructura del tiempo 6ptimo disponible (Fi-
gura B). En particular, cuando el costo unitario de produccién de la tecnologia
2 es 1.6 veces el costo unitario de produccién de la tecnologia 1, la ruta éptima
de turnos cambia a 7* = {1,2,2,2}, lo cual es un cambio significativo en la
estructura de tiempo éptimo disponible. Este cambio se puede explicar en dos
etapas, (i) la estrategia de expansién 6ptima privilegia la tecnologia de menor
costo de inversién (tecnologia 1), por lo cual la inversién agregada disminuye,
(ii) aumento del gasto operacional agregado, debido a que la tecnologia de me-
nor costo de inversién requiere un mayor nimero de operarios. Este fenémeno
se puede visualizar en la Figura [l que ilustra los costos y tiempos agregados.

Variacién del ntiimero de operarios por maquina. En esta prueba el niime-
ro de operarios por maquina de la tecnologfa 2, Oy aumenta a: (i) Oy y (ii) 20;.
En ambos escenarios, no existe mezcla de tecnologias, sélo traspaso al aumentar
este pardmetro a 20,. Ademas, se mantiene la ruta éptima de turnos y por ende
la estructura de tiempo 6ptimo disponible. Ambos fenémenos son representados
por la Figura
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Figura 4. Tiempo 6ptimo disponible Figura 5. Prueba 3

5. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se presenta un nuevo modelo de expansién de capacidad
para un proceso, de caracter multi-item, multi-méquina y multi-periodo, que
tiene por objetivo encontrar una estrategia de expansion 6ptima en términos
de maquinaria, turnos y mano de obra, que minimice los costos totales en un
horizonte de planificacién de largo plazo. El modelo, al considerar un escenario
multi-maquina, permite la opcién de mezclar tecnologias para la fabricacion de
los items. Estas tecnologias difieren en el costo de inversién, costo unitario de
produccién y en el nimero de operarios por méquina. La diferencia en estos
parametros repercute directamente en la estrategia de expansion éptima, lo cual
se comprueba en el andlisis de sensibilidad realizado.

Analizando la solucién 6ptima, en términos de la ruta 6ptima de turnos y el
resultado de las variables, se comprueba que a medida que se trabaja una menor
cantidad de turnos aumentan los requerimientos de maquinaria, puesto que cada
maquina estd disponible una menor cantidad de tiempo. De manera andloga,
se comprobd que al aumentar la cantidad de turnos de trabajo, aumentan los
requerimientos de mano de obra.

La estrategia de expansion éptima privilegia la tecnologia de mayor costo de
inversién, que a la vez es la de menor costo unitario de produccién y requiere
menor numero de operarios. Cuando aumenta su costo de inversién, la estrategia
6ptima mezcla tecnologias, existiendo un traspaso paulatino de la tecnologia de
mayor costo a la de menor costo de inversién. Cuando aumenta su costo unitario
de produccién, el modelo opta por cambiar de tecnologia a la de menor costo.
Este cambio de tecnologia produce un impacto significativo en la estructura de
tiempo 6ptimo disponible durante el horizonte de planificacién. Finalmente, al
variar el niimero de operarios por maquina no existe mezcla de tecnologias, sélo
traspaso entre una tecnologia y otra, manteniéndose la estructura de tiempo
6ptimo disponible.
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El modelo presentado en este trabajo integra dos areas de investigacion, abor-
dando simultaneamente el Problema de Expansién de Capacidad y el Problema
de Requerimiento de Mdaquina. Ambas areas estdan estrechamente relacionadas,
dado que una expansién de capacidad sobre un horizonte de planificacién debe
incluir aspectos como los niveles de produccién a expandir, la cantidad de maqui-
nas requeridas y los niveles de mano de obra. Sin embargo, en la literatura los
modelos planteados no presentan una visién integradora de ambos problemas,
excluyendo en ambas areas, variables representativas de una expansion. Este
trabajo considera variables que de forma conjunta, no han contemplado otros
autores, lo cual constituye un aporte a este campo de investigacion.

Como posibles extensiones de este trabajo se pueden mencionar: (i) la incor-
poracién de un escenario multi-procesos, (ii) el desarrollo de nuevas heuristicas
para la resolucién del problema de no-linealidad de las restricciones @) y (@), y
(iii) trabajar el mismo modelo pero con demanda no-determinista.
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